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摘要　　非线性流形学习以保持数据局部结构的方式将高维输入投影到低维空间 , 发现隐藏在数

据中的内在几何结构与规律性 , 是近年来机器学习与认知科学中一个新的研究热点. 文中分析了几

种主要的流形学习方法 , 通过比较给出各方法的优缺点;提出了基于谱分析的非线性降维的统一

框架 , 对于流形学习方法的研究具有重要意义;给出了手写数字和人脸图像序列等降维的实验结

果 , 显示了非线性流形学习在数据约简和可视化方面的有效应用;最后结合作者的研究探索 , 总

结了非线性流形学习需要解决的问题并展望其研究趋势.

关键词　　非线性降维　流形学习　维数估计　统一框架

　　在模式识别研究中 , 很多地方都需要对高维数

据进行分析 , 如全球气候模式 、 恒星光谱 、 人的基

因分布 、 受光照影响的多姿态表情人脸图像序列

等. 数据维数的大幅度提高给随后的数据处理工作

带来了前所未有的困难 , 如何从这些高维数据中找

出事物的本质规律成为迫切需要解决的问题.

降维是指将样本从高维观测空间通过线性或非

线性映射投影到一个低维特征空间 , 从而找出隐藏

在高维观测数据中有意义的低维结构. 对观测数据

降维主要有四个目的
[ 1]
:(i)压缩数据降低存储需

求;(ii)消除噪声;(iii)便于从数据中提取用于识

别的特征;(iv)把数据投影到低维空间 , 可以实现

高维数据可视化. 传统的线性降维方法包括主分量

分析(PCA)
[ 2]
, 独立分量分析(ICA)

[ 3]
, 线性判别分

析(LDA)[ 4] 等 , 它们主要研究在高维空间中如何设

计线性模型的特征向量 , 优点是运算简便 , 并能产

生简单的变换函数 , 对线性结构效果好[ 5] . 但是现

实中的高维数据大多是非线性的 , 这时线性方法很

难发掘高维数据的几何结构和相关性 , 揭示其流形

分布. 针对高维数据的非线性特性 , 近年来发展了

非线性降维方法. 非线性降维(NLDR)方法很多 ,

包括神经网络
[ 6]
、 遗传算法

[ 7]
、 流形学习等 , 其中

基于流形学习的有:等度规映射(ISOM AP)
[ 8]
, 局

部线性嵌入(LLE)[ 9] , Laplace特征映射[ 10] , 局部保

持投影(LPP)[ 11] , 随机邻域嵌入(SNE)[ 12] , 图册化

流形(Charting a M anifo ld)[ 13] , 局部线性平滑[ 14]

等 , 这些方法均能保持原始数据的拓扑结构不变 ,

并能较好解决数据处理中的 “维数灾难” 问题.

非线性降维概念提出以后 , 各种非线性降维方

法很快成为模式识别领域一个非常活跃的研究热

点. ISOMAP 是 Tenenbaum 等在 2000 年 Science

上提出的一种非线性降维方法
[ 8]

. 该方法首先在几

何空间计算成对测地距离 , 再运用多元尺度分析

(M DS)
[ 15]
方法把数据点从高维输入空间投影到低维

非线性拓扑空间中 , 获得保持样本间测地距离不变

的低维流形. 在同一期杂志上 , Roweis等提出了局

部线性嵌入(LLE)算法. LLE 是一种无监督的学习

算法 , 以保存数据局部邻域间相互关系的方式 , 把

高维数据映射到一个低维全局坐标系下[ 9] . ISOMAP

和 LLE 两种方法的核心都是流形学习 , 能够展示数
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据的本质结构 , 并成功地运用到模拟和真实数据

中. 2003年 Belkin 等基于局部保序的思想提出了

Laplace特征映射 , 获得高维观测空间和低维结构

在局部几何意义下的对应[ 10] . 该算法利用 Laplace-

Belt rami算子(定义为流形切空间上梯度向量的负散

度函数)的特性 , 通过计算该算子的特征函数来实

现流形的最优嵌入. 此后 , 流形学习技术逐渐兴起 ,

很快成为近几年非线性降维中的热点问题.

与前面的谱分析方法有所不同 , SNE 和图册流

形都是基于数理统计的方法 , 保持观测空间和嵌入

空间数据集中近邻数据的互信息一致
[ 12 , 13]

, 从而可

在基于熵的意义下获得互信息构成的目标函数 , 前

者通过梯度下降法获得低维结构 , 后者通过求取最

小二乘的闭式解实现 , 两者均为迭代算法.

本文将介绍近年来研究较多的基于流形的非线

性降维方法 , 对各方法的优缺点做出详细比较 , 并

给出非线性降维的一个基于谱分析的统一框架. 在

这个统一框架下 , 归纳出该领域还需要解决的问

题 , 如数据本征维数的估计 、拓扑空间存在空洞或

维数跳变的情况 、有监督学习用于分类的情况等.

1　非线性流形学习方法介绍

流形定义为满足 Hausdo rff 公理的拓扑空间 ,

每个点的局部都同胚于 n 维欧式空间[ 16] . 流形学习

的主要目的就是发现高维观测数据中隐藏的嵌入子

流形 , 找出产生数据集的内在规律.

设初始数据集为高维空间R
D
中的 N 个实值向

量X i , 通过非线性降维方法映射到低维空间R
d
(d<

D). 各非线性流形学习算法基本原理介绍如下 , 并

给出详细的算法分析.

1. 1　等度规映射(isometric map , ISOMAP)

ISOM AP 是 Tenenbaum 等于 2000年提出 , 其

基本思想是当数据集的分布具有低维嵌入流形结构

时 , 可以通过保距映射获得观测空间数据集在低维

空间的表示[ 8] . 具体算法分以下三步:

(1)构造邻域图 G:由点 i , j 之间的欧式距离

d X(i , j)定义 , j在 i的半径ε之内或者是 i 的K 个

最近邻点之一 , 则连接 i 和 j , 该边的长度值等于

dX(i , j).

(2)计算最短路径:在邻域图中使用 Floyd 算

法计算任意两点 i和 j 之间的最短路径 dG(i , j),

并以此估计拓扑空间 M的测地距离 d M(i , j).

(3)构造 d 维嵌入:在距离矩阵 DG ={dG(i ,

j)}上 , 采用经典 MDS 方法构造能保持拓扑空间本

质结构的 d维嵌入空间Y , 坐标向量 yi 由最小化下

列误差方程得到

E =‖τ(DG)- τ(DY)‖2 (1)

其中矩阵变换算子τD =- HSH /2 , S 是平方距离矩

阵{Sx
i
x

j
=D

2
xix j
}, H 是集中矩阵{Hx

i
x

j
=δx

i
x

j
-

1 /N}. (1)式的最小值可通过求取矩阵 τ(DG)的 d

个最大特征值对应的特征向量来实现.

ISOMAP 的一个优点是对于单一流形结构 , 在

降维过程中求(1)式的方差可产生 “elbow” 现象 ,

可由此判断流形的本征维数 , 在人脸和手数据集中

均取得一定的研究成果[ 8] . ISOM AP 的缺陷在于没

有定义样本空间到嵌入空间的映射 , 对于一个未知

点不能直接投影到嵌入空间;另外 , 当数据集存在

过大噪声时 , ISOM AP 很难恢复其内在结构 , 这也

是其他非线性降维方法需要改进的问题[ 17] .

由于 ISOMAP 在估计测地距离时计算复杂度很

高(O(N
3)). 为减小该计算复杂度 , Silva 等提出一

种带标记点(landmark)的 ISOM AP 方法[ 18] . 该方

法选取 n(n N)个标记点来估计测地距离 , 使计算

量减小到O(kn N log(N)). 另一方面 , Odest等基于

时空关系对 ISOMAP 进行扩展 , 提出了改进算法

S T-ISOM AP
[ 19]
, 在连续和分离的数据集中分别得

到很好的应用.

1. 2　局部线性嵌入(locally linear embedding , LLE)

2000 年 Roweis 等 在 “ Science” 上 提 出 了

LLE
[ 9]
, 基本思想为保存原流形中局部邻域间相互

关系 , 将高维数据映射到低维全局坐标系中 , 具体

算法分以下三步:

(1)邻域点搜索:计算出每个向量 Xi 的邻域

点 , 每个点都是 D 维(取欧式距离最小的 K 个点为

邻域或者固定半径ε的球状邻域).

(2)在 Xi 的邻域中 , 计算能最好地重构每个

Xi 的权值Wij , 使重构误差最小. 定义重构误差为:

εI(W) =∑ i ‖Xi - ∑ j
W ij X j ‖

2

(2)
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重构权值W ij 满足两个条件:当 Xi 不属于 X j 的邻

域时Wij =0 , 以及 ∑ jW ij =1. 求解W的过程就是

求解带约束的最小二乘问题.

(3)映射到低维嵌入空间Rd(d<D):嵌入空间

的代价误差定义为(3)式 , 与前面定义的代价误差

(2)式类似 , 都是基于局部线性重构误差 , 但这里

是固定Wij , 优化 d 维坐标系下Y i , 使代价误差(3)

式最小. 对任何一数据点 i , W ij 具有旋转 、 尺度和

全局变换不变性 , 因此对Y 的求解也就是一定约束

条件下求解稀疏矩阵的特征向量问题.

εII(Y) =∑i ‖Y i - ∑ jWijY j ‖

2

(3)

　　与 ISOM AP 算法不同 , LLE 是通过局部线性

拟合来获得内在的全局线性结构. LLE 的一个优点

是不需要计算成对的距离矩阵 , 嵌入向量的求解是

求解稀疏矩阵的特征向量 , 大大减少了计算量.

LLE 算法强调观测空间近邻数据间的序应该在嵌入

空间中同样保持 , 由此形成了求取近邻数据间权值

的闭式求解法 , 但对于未知数据如何应用这一权值

矩阵 , 没有给出一般性答案.

LLE 用于高维数据的可视化和统计描述非常有

效 , 在特征提取中还应使用数据的类别信息. 因此 ,

一种有监督的 LLE 算法被提出 , 并取得较满意的

结果[ 5 , 20 , 21] . 文献[ 20] 中把 LLE 和有监督的线性

Fisher 判别映射结合起来 , 通过实验证明其具有较

好的分类和判别能力.

1. 3　Laplace特征映射(Laplace eigenmaps)

Laplace特征映射[ 10] 也是一种使用特征向量求

解的方法 , 采用与前面类似的方法构造邻域图 , 基

于谱图理论 , 可以构造相应嵌入空间目标函数为:

∑ i , j(yi - yj)2Wij (4)

其中权值矩阵W ij采用Wij =exp - ‖ xi - xj ‖ 2
/ t ,

t∈R的核函数 , 在满足低维结构对域的约束 y
T
Dy=

1(D为对角矩阵 , Dii =sumjWij)及防止数据集收缩

至单点的约束 y
T
DI=0 , 最小化误差方程可对应于

求解下式的最小特征向量:

Lf =λDf (5)

其中 D为对角权矩阵 , L=D -W为 Laplace(对称 、

半正定)矩阵.

可以证明(5)式能够近似对应于 Laplace-Belt rami

的特征向量求解 , 因而能够寻找流形的最优嵌入.

在算法上 , 流形结构的描述由相邻图来近似 , 选择

适当的权值 , Laplace-Bel trami 算子可以通过相邻

图的加权热核 Laplace 来近似 , 数据集的嵌入映射

可以近似估计定义在整个流形上的 Laplace-Belt rami

算子的内在特征映射.

Laplace 特征映射也是基于局部邻域 , 矩阵表

现为稀疏矩阵 , 因此 , 可以通过对稀疏矩阵的处理

来加速谱分析的算法实现.

1. 4　随机邻域嵌入(stochastic neighbor embedding)

SNE[ 12] 在高维空间数据点的欧式距离基础上 ,

定义了邻域概率函数. 在高维观测空间中 , 点 j 属

于点 i 邻域的概率函数 p ij(非对称)由(6)式确定:

p ij =
exp(- d

2
ij)

∑k≠i exp(- d
2
ik)

(6)

其中 d
2
ij =
‖ xi - xj ‖

2

2σ
2
i

, 标准差 σi 由人为依据经验

给定.

在低维空间 , 我们期望使本来临近的数据点接

近 , 本来远离的数据点彼此远离 , 因此 , 低维嵌入

空间与高维观测空间应该有相似的概率分布. 与 p

类似 , 低维空间中的邻域概率函数 q定义为:

qij =
exp(- ‖y i - y j ‖ 2)

∑k≠iexp(- ‖yi - yk ‖ 2)
(7)

低维嵌入的目标是使上面两个分布尽可能匹配 , 可

利用 Kull-Leibler散度和来构造损失函数:

C =∑
i
∑

j

p ij log
p ij

q ij
=∑

i

K L(P i ‖Qi) (8)

最小化(8)式 , 相当于对(8)式求微分:

 C
 y i
=2∑

j

(y i - y j)(p ij - qij +p ji - qji) (9)
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1) 令 X 为一 H au sdorff 空间 , 一个从开子集 U X到 C的子集的同胚称为图册(Chart)

(9)式可以理解为让远点尽可能分开同时使近点尽

可能接近的动力总和. 因此 , 我们可以通过梯度方

法来调整低维空间数据点集的相应位置. 这种方法

是依赖于观测空间的数据集来调整内在的低维结

构 , 而迭代法使其损失函数的最小化易陷入局部极

小 , 这一方面需要改善.

1. 5　图册化流形1)(charting a manifold)

Charting a manifold要解决的问题是 , 在低维坐

标系与高维样本空间中的数据集[ 13] 之间建立一个光

滑的连续映射. 假定采样空间数据分布满足一个低维

流形 , 且流形与低维坐标之间存在一个同胚平滑非线

性变换 , 其目标是找到一个基于核函数的线性混合投

影 , 使采样点密度和相对位置的信息损失达到最小.

局部线性尺度 r的意义是 , 在以 r为半径定义

的邻域尺度范围内 , 原始空间到低维空间的映射是

线性的. 图册数据是要寻找一个软分割方法 , 把数

据分割为局部线性的低维邻域 , 每个图册由 Gauss

混合模型(G auss mixture model , GM M)定义. 局部

相关性用来估计两个图册的距离:

mi(μj) =N(μj ∶μi ,σ2) (10)

令每个数据点与一个 Gauss 邻域相关联 , 即 μi =

xi . μi , m i(μj)固定.

连接每个图时 , 为使损失信息最小 , 投影到每个

子空间的数据点和它的每个邻域点应该满足:(i)局

部方差损失最小;(ii)原来相近的点到邻域的投影满

足最大一致性. 为满足第一条原则 , 在每个图上使用

PCA得到一个低维局部坐标系统 , 每个初始数据点

在低维坐标中有不同的投影点. 为满足第二条原则 ,

需要把每个局部坐标映射到一个全局坐标下 , 使映射

到全局空间的数据点与原来的误差达到最小. 每个数

据点(i)由(11)式投影到相邻的局部坐标系(j)中:

uji = lj x i (11)

最后 , 每个低维坐标系中的点由(12)式映射到一个

全局坐标系下:

y i =∑ jGj u ji p j|x(x i) (12)

其中 Gj 是第 j 个图到全局空间的映射. 使全局空间

的数据点与原来的误差最小 , 即解决(13)式中的加

权最小二乘距离问题.

G =
 
[ G1 , …,GK ] =

a rg min
G ∑

G
k
,G

j

pk|x(xi)p j|x(xi)
‖
Gk

uki

1
- Gj

uji

1 ‖

2

F

(13)

2　非线性流形学习统一框架

前面介绍的几种非线性降维方法都是采用局部

几何线性的理论 , 假定隐藏在高维数据中的流形结

构是紧致连续的 , 只是降维准则的选取有所不同.

ISOMAP 引入了测地距离 , 并运用经典 MDS 发掘

非线性结构 , 他能够保持数据的全局几何结构 , 并

用局部线性理论来得到成对的距离矩阵. LLE 采取

局部线性原理把原始数据空间分为相互交叠的邻

域 , 每个数据点由其相应邻域中的点线性重构 , 从

而保持全局集合结构. Laplace 特征映射保持局部几

何结构 , 流形结构的描述由邻域图给出 , 再选取适

当的权值 , Laplace-Belt rami 算子可以通过相邻图

的加权 Laplace 来近似. 这三种方法都是把降维过

程看成是在一定误差准则条件下特征向量的求解问

题 , 具有全局最优解 , 并且不陷入局部极小值.

与上面三种定义邻域的方法(k-NN)不同 , SNE

和图册化流形是采用概率方程来定义邻域. 这两种

方法较之其他方法具有较好的抑制噪声能力 , 但是

迭代算法有时会使损失函数陷入局部极小值.

把无监督的非线性流形学习方法综合到一个统

一的图形嵌入框架 , 归纳如下:

(1)在原始高维空间中设包含 N 个样本的数据

集 X={x1 , …, xn}, 构造一个 N ×N 的邻域矩阵

或相似性矩阵M. 设 D( ,  )为定义在样本空间

的二元函数 , 则M ij =D(x i , xj).

(2)根据每个算法相应变换矩阵 M , 产生一个

规范化谱矩阵 M. 这也相当于在成对样本点(x i ,

x j)中运用一个对称二元函数 D , 得到M ij .

(3)这样 , 嵌入向量均可以归纳到框架:
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y =argminyT
My (14)

计算矩阵 M 最大的m 个特征值λj 和特征向量 v j ,

只考虑正的特征值.

(4)每个样本点 xi 的嵌入值为向量 yi , yij代表

矩阵M 第 j 个主特征向量 v j 的第 i个元素.

大部分谱分析的非线性降维方法都遵循这一框

架 , 可见 , 高维非线性数据集的降维离不开局部理

论来保持原始数据间的相互关系. 但是 , 统一框架

在解决不同的实际问题时 , 还需要针对问题做出相

应的改动. 如在 LLE 中我们给出 M=I - M , 而在

ISOM AP 中我们令Mij =D2(x i , x j)且S=∑ j
M ij ,

则谱矩阵计算如下:

Mij =-
1
2

Mij -
1
N
S i -

1
N
S j + 1

N
2 SiS j (15)

最近 , 颜水成在这一工作的基础上 , 糅合线性化与

张量化 , 提出了更一般的框架
[ 22]

.

3　非线性流形学习中需要解决的问题

尽管非线性降维方法较之线性降维法能更好发

掘隐藏在高维数据中的流形分布 , 但是其各种算法

本身还存在很多局限性 , 如流形本征维数的估计 、

流形本身带有孔洞或维数不固定的情况 、缺少高维

观测数据与低维数据间的映射 、 半监督或有监督学

习等问题 , 需要在现有的非线性降维方法上予以改

进. 我们在以下几方面分析各种非线性降维方法的

不足 , 以及相应的改进方法.

3. 1　本征维数的估计

在非线性降维过程中 , 原始数据本征维数 d 都

是由经验已知或人为设定的 , 其设定值的大小对低

维空间的映射结果有很大影响. d 值过大使映射结

果含有过多噪声;d 值过小 , 本来不同的点在低维

空间可能会彼此交叠. 在 ISOM AP
[ 8]
中 , 本征维数

d可以由(1)式中嵌入向量 Y 的重构误差来估计得

到 , 见图 1. 其他方法包括估计 “ Packing Num-

ber”
[ 23]
或基于分形的方法.

目前 , 本征维数的估计方法主要分为以下三

组[ 24] :

(1)特征值或映射方法. 这种方法从早期[ 25] 到

图 1　以不同维数 d为横坐标 , 以残差为

列坐标 , 得到残差的曲线图

通过曲线的 “拐点” 可以得出嵌入空间的维数 d , 用箭头指

示[ 8] . 四幅图的示例分别为:(a)姿态 、 光照变化的人脸图像;

(b) Sw is s rol l数据集;(c) 人手图像;(d) 手写数字 “ 2”

现在[ 26] , 都是基于全局或局部 PCA 方法 , 本征维

数由特征值大于一给定阈值的个数决定 ∑
n

j=1
λj /

∑
d

i=1
λi ≥ v , 其中 d 为判断维数 , v 为选取的阈

值) . 但是由于全局 PCA 对于非线性拓扑结构可能

会失效 , 局部方法很大程度取决于邻域和阈值的选

择
[ 27]
, 所以特征值方法虽然是数据分析中一个简便

实用的工具 , 但不能提供本征维数的可靠估计.

(2)几何学习方法. 发掘数据的本质几何特征 ,

这种方法大多是基于不规则小块的维数
[ 27]
(f ractal

dimensions)或最近邻点距离(NN distances). 不规

则小块划分方法的选择对结果也会产生较大影响.

(3)统计学习方法. Levina和 Bickel 提出了一

种新的估计本征维数的方法. 它在邻域点间的距离

中采用最大似然理论 , 设计分类器 , 并在理论上和

仿真中证明了其可行性[ 28] .

我们在研究中采用了 DGSOM 来估计本征维

数[ 29] . 在原始数据上运用 DGSOM 方法 , 得到数据

点减少的拓扑图 , 其中相邻点之间的拓扑连接能合

理有效地反映原始数据的本质结构. 通过计算网络

中节点的平均连接节点数目可以估计网络的维数 ,
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即数据点的本征维数. 图 2是通过 M onte-Carlo 方

法得到的 DGSOM 网络中输入数据的维数和平均连

接节点数目的关系图[ 30] .

图 2　网络平均连接节点数目与输入空间维数的关系曲线

dot表示多次使用 DGSOM 模型针对不同维数的数据映射得到

的网络平均连接节点数目 , bar 表示统计方差

3. 2　封闭 、带有孔洞或维数跳变的非线性降维

目前的非线性降维方法大都假设信任数据集分

布在一个平滑非闭合的低维流形 , 对于闭合曲面 、

不连续流形以及各处曲率相差较大(维数不固定)的

情况 , 现有算法就很难解决 , 需要在相应地方予以

改进. 例如 , ISOM AP 不能发掘非凸流形结构
[ 8]
,

LLE 要求流形不存在孔洞
[ 9]
等.

针对有孔流形问题 , Donoho 等提出一种基于

Hessian矩阵的 LLE算法(HLLE)
[ 31]
, 该方法把原

始欧式空间的局部邻域看作是 Riemann子流形 , 嵌

入向量可以转化为 Hessian 矩阵的特征求解问题 ,

如图 3(c)所示. 由于局部子流形不要求是凸的 , 因

此算法可以解决更多的降维问题.

对于高维观测空间是闭合的情况(特别是连通

而非单连通 , 如圆柱面), 尽管整个流形也是光滑

连续的 , 但由于难以确定起始点与结束点 , 很难找

出低维嵌入结构. Lee 尝试将流形剪开的方法较好

地解决了这一问题[ 32] . 另外 , 有些高维观测空间的

本征结构在某个地方发生跳变 , 通过非线性降维方

法很难映射到一个统一的低维坐标下 , 这些都需要

进一步改进.

图 3　带孔洞 Swiss roll数据集的展开

(a)带孔洞的 Sw iss roll 数据集;(b) 原始 LLE , 邻域值 K=12;

(c) H essian LLE , K =12;(d) ISOMAP , K =7

3. 3　样本泛化(out-of-sample)学习能力

在流形学习中 , 缺少高维观测空间与低维嵌入

空间的映射关系是非线性降维普遍存在的问题. 以

特征向量求解方法为例 , 当引入新的样本时 , 需要

重新构造权值矩阵 , 并计算相应矩阵的特征向量求

得低维嵌入值 , 这一缺点使现有的非线性降维方法

不适应动态变化的样本空间 , 很难实现增量学习.

在特征提取和分类过程中 , 高维与低维数据间的映

射关系能够提高对新样本的分类能力[ 33] , 这就需要

寻找新方法构建映射关系.

Charting 算法能够给出高维样本点与低维坐标

空间的映射关系
[ 13]
, 但这种方法需要大量样本作为

训练集 , 在实际应用中很多时候样本数量是有限

的. 张长水提出一种基于表情的解析映射法 , 这种

方法在小数据集中就能够建立映射关系 , 并在人脸

识别中得到较好的验证[ 1] . Bengio 等在分析几种无

监督非线性降维算法基础上 , 提出了对这些算法的

out-o f-sample学习能力扩展[ 34] , 使用一个训练好的

模型用于 out-of-sample 数据的学习 , 而无需重新计

算特征向量. 图 4展现了对不同降维方法扩展后 ,

训练集的嵌入变异性与 out-of-sample 误差. 可以看

出 , 在大多数情况下 , out-of-sample 误差小于训练

集的嵌入变化量或与之相比拟.
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图 4　随着训练集点数(X轴)的增加 , 训练集的嵌入

变异性与 out-of-sample误差(Y 轴)均下降[ 34]

(a)M DS;(b) Laplace 特征映射;(c) ISOMAP;(d) LLE

3. 4　有监督学习

当我们不知道数据点的分类情况以及类间数据

点之间的相互关系时 , 采用无监督的算法可以看清

原始数据的本质结构;而当原始数据具有一定类别

信息时 , 采用有监督的算法可以增强可视化和聚类

分类能力. 因此 , 有监督与无监督方法的应用领域

不同 , 前者从分类的观点考虑 , 是把属于同一类的

高维数据点映射到嵌入空间的同一点下;后者从可

视化与聚类观点考虑 , 目的是发掘数据点间的内部

结构.

以 LLE 算法为例 , 有监督 LLE(SLLE)用到了

类别信息. 对任一数据点 , 其邻域点仅在同类的数

据点中选取. S LLE 由 Ridder 和 Kouropteva 提

出[ 35 , 36] , 根据先验知识把初始数据集 Χ分为 m 个

子集{Χ1 , Χ2 , … , Χm}, 改变邻域点影响权值矩阵

W 的构造 , 进而改变矩阵 M , 使得降维后类内间距

明显减小而类间间距明显增大 , 如图 5对手写数字

图像的降维结果;也有引入参数 α来控制算法中引

入的类别信息程度 , 如半监督学习. 文献[ 37]中给

出无监督和有监督 LLE 算法统一框架 , 并以大量

数据集验证了算法的有效性. 近年来 , 有监督与半

监督学习受到越来越多的重视 , 其在模式识别与高

维信息处理领域的应用也越来越广泛.

图 5　对不同的 K值(分别为 K=5 , K=7 , K=9),

把手写数字图像 “ 1” 和 “ 7” 映射到 2-D 空间[ 36]

(a)无监督 LLE的映射;(b)有监督 LLE的映射

3. 5　噪声流形的学习

当观测数据是对一个光滑流形较好的采样时 ,

使用非线性降维可以找出其内在本质的流形分布.

但是 , 在实际的高维采样数据中由于各种因素经常

存在噪声 , 使得映射到低维空间后会出现对原始数

据结构的扭曲和变形. 图 6 表明了当三维 S 曲线加

进 SN R为 10 dB的 Gauss白噪声时 , 降维产生的结

果发生了很严重的变形.

图 6　(a) 原始 S曲线;(b) 加进 Gauss白噪声的 S曲线采

样点;(c)使用 LLE后的低维映射结果 , 没有展开并且

在颜色编码上发生了混乱(K=8)

针对非线性降维方法普遍存在的对噪声(奇异

点)敏感的问题 , 出现一些改进措施. 张振跃等提出

一种局部线性平滑的思想 , 采用加权 PCA 来构建

局部小块 , 并用迭代方法优化权值[ 14] . 该方法可以

用作其他非线性降维方法的预处理 , 平滑噪声 , 得
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到对原始数据较好的重构. 而基于局部切线空间的

主流形学习算法 LTSA(local tangent space align-

ment)[ 38] , 能够发掘带有噪声的高维空间流形分布 ,

且重构误差具有二阶精确度. 这些改进方法也同样

存在一些问题 , 如迭代算法容易陷入局部极小值 ,

鲁棒性不够高等. 在我们的研究中也给出一种去除噪

声的思想[ 29] , 该思想对噪声的适应范围较有限 , 在

我们目前的研究中对此问题已有了更进一步的改善.

4　非线性流形学习的应用

非线性降维法具有线性降维法不可比拟的优

点 , 能够更好地应用于非线性高维数据的降维 、 聚

类分析 , 发现数据的内部结构和隐藏信息. 本节结

合自己的研究 , 从以下几方面对非线性降维方法的

应用进行阐述.

4. 1　高维数据约简与可视化

由于高维数据中存在较多的冗余信息 , 同时也

隐藏了数据间重要的相关性 , 对其进行降维可以消

除冗余信息 , 突出相关性 , 是高维数据处理中重要

的前处理步骤.

图 7 显示了各种非线性降维方法用于 Swiss

Rol l数据集的展开情况 , 可以看出选择合适的参数

后 , 均能在二维空间中把嵌入在三维空间的 Swiss

Rol l流形展开.

手旋杯数据是由一个视频序列在等间隔采样中

得到的 , 部分图像如图 8(a)所示. 把手旋杯原始数

据集作为观测数据 , 采用 LLE算法对 481幅图像约

简至 3维 , 如图 8(b), 不难发现其为嵌入在三维欧

式空间的一维曲线 , 内在控制变量为水平旋转度 ,

每个手旋杯的变化是通过内在一维变量的插值和重

构一维模型来实现的.

针对不同算法的缺陷 , 一些改进算法也相继出现.

Silva等对 ISOMAP 予以改进 , 提出 c-ISOMAP , 使高

维空间与低维空间不仅具有保距映射 , 而且具有保角

映射的性质[ 18] . 前期工作中分析了 LLE算法中引起重

构误差的各个因素 , 在空间几何流形中嵌入拓扑 , 提

出了具有拓扑保持能力的生长型 LLE(GLLE)
[ 39]

.

4. 2　在聚类分析中的应用

对于带有不同类别信息的高维数据 , 非线性降

维方法具有很好的聚类分析能力 , 把属于不同类别

图 7　(a) 原始 Swiss Roll曲面;(b)二维流形(A)的数

据采样 , N=2000;(c) LLE 二维展开结果 , K=12;

(d) ISOMAP 二维展开结果;(e) Laplace特征映射 ,

K=15 , t= 5. 0;(f) Charting 二维展开结果

图 8　(a)手旋杯部分图像示例;(b)本征一维曲线

的高维数据在低维空间中较明显地分开 , 达到可视

化目的. 聚类结果可以作为分类和识别问题的基础 ,

具有重要意义.
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　　以手写体数字图像聚类分析为例 , 采用 USPS

数据集
[ 40]
, 数字(“0” 到 “9”)的图像经前处理变成

分辨率 16×16(D =256), 并把灰度值量化为 256

阶. 前处理后的图像作为 LLE 的输入数据 , 先用奇

异值分解(SVD)把每个邻域投影到一个八维子空

间 , 经 LLE 降维后在前两维坐标中显示如图 9. 可

见 LLE 用于带类别信息数据的降维时 , 在低维坐

标中也能把不同类别数字分开 , 达到聚类的目的.

图 9　手写数字图像(“0” 到 “9”)经 LLE降维后在二维

空间的映射结果 , N=11000 , K=18 , D=256

图 10是相同的数据库中采用 SNE 算法降维的

结果. 选取 5类数据(0 , 1 , 2 , 3 , 4)共 3000幅数字

图像 , 每类有 600幅. SN E初始化为把所有 y i 分配

到原点附近 , 沿噪声梯度下降方向进行训练. SN E

在不使用类别信息的情况下 , 可以很清楚地把不同

类别的数字分离[ 12] , 如图 10 所示. 另外 , 原始数

字的属性如方位 、 倾斜度 、笔画粗细等在低维空间

中的变化也趋于平滑.

图 10　SNE用于 3000幅 256 维手写数字灰度图像的结果[ 12]

与低维嵌入值 y i 相对应的原始数据 x i 的图像显示在相应位置

4. 3　多姿态人脸图像分析

传统的人脸识别方法大都是基于静态图像的识

别 , 这些方法对于姿态 、 表情 、 照度发生变化的人

脸图像比较敏感. 当人脸发生转动或者照度等发生

变化时 , 其相应的特征变化可以看作镶嵌在图像空

间中的一个低维非线性子流形 , 如何从中提取出人

脸图像较紧凑的分布正是非线性降维方法所要解决

的问题.

采用 Frey 人脸库1) , 经 LLE 映射后显示结果

如图 11 , 沿图中两个坐标方向可以很清晰地看出人

脸图像随姿态和表情的变化情况.

图 11　经 LLE映射后显示人脸图像图

图像分辨率 28×28 , 为同一人不同表情共 1965幅人脸图像 ,

作为 LLE的输入 , 映射到 2维嵌入空间 , D =560 , K =12.

不同地方的嵌入点(以小方框表示)对应的人脸图

显示在相应位置

文献[ 6]中采用 ISOM AP 算法展示了人脸图像

识别的另一个例子 , 见图 12. 可见 ISOMA P能够很

好地发掘隐藏在高维人脸图像中随姿势 、 表情发生

变化的三维流形分布.

从前面的实现结果可以看出 , 非线性降维方法

能够很好地发掘高维人脸图像中的低维流形分布 ,

如姿态 、表情 、 光照的变化. 但是 , 由于这些算法

中都缺少人脸图像与低维坐标中的映射关系 , 给人

脸识别带来一定困难 , 文献[ 1] 中对 LLE 算法给出

了映射关系 , 对此问题给出一个较好的解决办法.

另外 , 文献[ 21]把 LLE 与 LDA 相结合 , 在很大程

度上提高了对人脸图像的分类能力. 对于不同人脸

图像的识别问题 , 还需对目前的非线性降维方法提

出进一步改进.
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图 12　ISOMAP 算法展示人脸图像图

输入数据是一个 4096维姿势 、 光照发生变化的人脸图像(3

个自由度), 分辨率为 64×64 , 运行 ISOMAP 得到本征维数

是三维的嵌入空间 , N=698 , K =6. 图中为二维观测空间

中的人脸分布 , 所有数据点由蓝点表示 , 小方框为分布在二

维空间的采样

点 , 其高维人脸图像显示在相应位置

5　总结与展望

基于流形学习的非线性降维方法最主要的应用

是数据压缩 , 找出隐藏在高维观测数据中有意义的

低维流形分布 , 消除冗余信息 , 减少运算量;另一

个主要应用是数据集的可视化[ 41] . 近年来流形学习

算法与应用取得了丰硕的成果 , 但是由于其较深的

数学理论基础 , 以及多学科交叉等特点 , 还有很多

问题需要进一步研究和改进 , 这也为流形学习的发

展提供了更广阔的空间.

本文介绍了目前主要的 5种非线性流形学习方

法 , 包括 ISOMAP , LLE , Laplace 特征映射 , SNE

和图册流形等;系统介绍了每种方法的具体步骤 , 通

过比较得出各种流形学习算法优缺点 , 并根据流形学

习采用局部线性原理的共同点 , 提出了非线性降维方

法的统一框架 , 对于流形学习有着重要的指导意义.

非线性降维算法自提出以来 , 处理了很多传统

线性降维方法解决不了的问题 , 并不断得以改

进
[ 19 , 21 , 35 , 42]

. 局部保持投影
[ 11]
基于 Laplace 特征映

射给出了线性的映射关系 , 为流形学习的发展带来

一些新思想 , 但在处理低维流形上未能保持全局拓

扑关系. 实验表明在非线性数据压缩 、 聚类分析 、

多姿态人脸识别等领域中 , 非线性降维方法均取得

了较好的应用. 但是 , 流形学习方法还需进一步完

善 , 主要表现在以下几方面:

(1)原始数据本征维数的估计;

(2)流形学习假定了数据是在流形上的稠密采

集 , 那么小样本条件下的流形学习如何实现;

(3)对于不连续或维数跳变的流形降维问题;

(4)缺少高维观测数据与低维数据间的映射关系;

(5)半监督或有监督学习中如何利用类别信息或

数据点间相互关系更好达到可视化和分类的目的;

(6)流形学习中的噪声分析;

(7)增量流形学习问题.

这些也将是非线性降维研究的主要方向.

目前非线性降维方法已逐渐成为高维数据分析

中最有效的预处理过程之一 , 通过与其他算法的有

效结合可以获得聚类分类等性能的改善. 在处理多

类问题中 , 采用单纯的降维方法可能不会获得很好

的分类结果 , 如何结合拓扑学习理论 , 并体现几何

学习[ 43]的优势 , 也是非线性降维一个很好的突破点.
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